
数列的极限 



数列是个特殊的函数 

数列极限是我们极限思想的起源 

数列极限是相对简单的而且直观的 

由特殊到一般 

由简单到复杂 

由具体到抽象 



数列的定义 

数列极限的定义 

收敛数列的性质 



数列的定义 



        定义 如果按照某一法则，对每个正整数    ，对 n

从小到大排列得到的一个序列 

1 2 3, , , , ,nx x x x

就叫做数列，简记为          ．  nx

数列中的每一个数叫做数列的项，第  项 称之为 n nx

数列的一般项或通项.  

应着一个确定的实数      ，这些实数      按照下标 
nx nx n

(sequence) 
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注   ,nx f n n   N



数列极限的定义 
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 nA  

就越“接近”圆的面积. 

当 n 越大， nA  



这个数值称为数列            当                时的极限．  
n

A n  

 当               时，      也无限接近于某一确定的数值， nAn  



例如，数列 
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其极限为1 

与1如何接近？ 
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要求        ，只要    ， 
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则从第100项以后的一切项均满足       .  
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则从第10000项以后的一切项均满足        .  
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字母  :任意给定的小正数 



以后的一切项均满足      .  1nx  

要求        ，只要    ，则从第   项 
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对任意给定的正数 ，总存在着一个正整数   N

（比如取   ），当   时， 
1
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n N

不等式     均成立． 1nx  



定义 设 nx 为一数列，如果存在常数 a ，对于任意 

给定的正数  ，总存在着一个正整数 N ，使得对于 

n N 时的一切 n ，不等式 nx a   均成立，则称 

常数 a 是数列 nx 的极限，或者称数列 nx 收敛于 a ， 

记作 lim n
n

x a


 ，或  nx a n    

如果上述 a 不存在，则称数列 nx 没有极限，或者说 

数列 nx 是发散的，也说 lim n
n

x


不存在. 

(limit) 



注 1．定义中  的“任意给定”性极其重要；  

2． N 与  有关，它由  的给定而确定； 

3．  表示“任意给定”，  表示“存在”; 

 

 0  ， 0N  ，当 n N 时，恒有 nx a    

lim n
n

x a


  



当 n N 时， nx 的点均落在  ,a a   内，至多有 

 

4．“数列 nx 的极限为 a ”的几何解释： 

有限个（至多只有 N 个）是落在  ,a a   外的. 

a a+a-
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  例  证明数列 
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的极限为1. 

0  ， 0N  ，当n N 时，恒有 nx a   . 

取
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N
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，则当 n N 时，恒有 1nx   . 

  证明  0  ， 

  故数列 
 

1
1

n

n

n
x

n

   
  

  

的极限为1. 
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  例  设 1q  ，证明等比数列 2 11, , , , ,nq q q 
 

的极限为 0 . 

要使
110 0

nn

nx q q 
     ， 1 ln lnn q   ， 

  证明 0  ，  

故
ln
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n
q


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ln
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q

 
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 
，则当 n N 时， 

不妨设 1  , 

恒有 10 0n

nx q     ，故此等比数列的极限为 0 ． 



收敛数列的性质 



如果此数列收敛，设 lim n
n

x a


 .  

  定理 1（极限的唯一性）如果数列 nx 收敛, 

那么它的极限唯一. 

  证明     

  例  证明数列    1
n

nx   是发散的. 

  令
1

4
  ， 0N  ，当 n N 时，

1

4
nx a  . 

0 0N   ， ,当 n N 时,恒有 nx a   . 



而这两个数不可能同时属于长度为
1

2
的开区间 

1 1
,

4 4
a a

 
  

 
内， 

这是不可能的， 

即当 n N 时， nx 都在开区间
1 1

,
4 4

a a
 

  
 

内, 

  例  证明数列    1
n

nx   是发散的. 

  证明     

这是因为 nx 一直重复取1和 1 两数. 

因此此数列发散. 



  定义 数列 nx 有界是指如果存在 0M  ，使得 

一切的 nx 满足 nx M . 如果这样的正数M 不存 

在，就说数列 nx 是无界的. 

比如，数列   1
n

 是有界的：  1 1
n

  . 

数列 2n 是无界的：因为当 n 无限增大时， 

2n 可以大于任何给定的正数. 



注 1．推论：如果数列无界，则其一定发散； 

比如数列 2n 是无界的，因而它是发散的. 

2．如果数列有界，则其未必收敛； 

例如数列   1
n

 有界，但这数列是发散的. 

  定理 2（收敛数列的有界性） 如果数列 nx  

收敛，则数列 nx 一定有界. 



  定理 3（收敛数列的保号性） 

如果 lim n
n

x a


 ，且 0a  （或 0a  ）, 

则存在正整数 0N  ，当 n N 时， 

  推论 如果数列 nx 从某项起， 0nx  （或 0nx  ） 

且 lim n
n

x a


 ，则 0a  （或 0a  ）. 

均有 0nx  （或 0nx  ）. 



  定义 在数列 nx 中任意抽取无限多项并保持 

这些项在原数列 nx 中的先后次序，由此得到的 

一个新数列称为 nx 的子数列（或子列），记作 
knx . 

这里
knx 在数列 

knx 中是第 k 项， 

在原数列 nx 中是第 kn 项. 



  定理 4（收敛数列与其子数列间的关系） 

  如果数列 nx 收敛于 a ， 

则它的任一子数列也收敛，且其极限也为 a .  

  推论 若数列 nx 的某个子列发散或某两个子列 

 收敛于两个不同的极限，则该数列 nx 必发散.   


