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比如：当 0x  时， x 、 sin x 、 3x 均为无穷小， 

但
3

0
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x

x

x
 ，

30
lim
x

x

x
  及

0

sin
lim 1
x

x

x
 . 

3x x x x   比 x 的次数高，因此当 0x  时， 

3x 趋于零的速度比 x “快”， 

x 趋于零的速度比 3x “慢”， 

而 sin x 与 x趋于零的速度“差不多”. 



定义  设 ，  是同一自变量变化过程中的无穷小， 

且 0  ， lim



表示这一变换过程中的极限. 

如果 lim 0



 ，则称  是比 高阶的无穷小， 

记作  o  ； 

如果 lim



 ，则称  是比 低阶的无穷小. 



如果 lim 0c



  ，则称  与 是同阶无穷小； 

如果 lim 1



 ，则称  与 是等价无穷小， 

记作  ； 

如果 lim 0
k

c



  ， 0k  ， 则称  是关于 的 k 阶无穷小. 



比如：由
3

0
lim 0
x

x

x
 知当 0x  时 3 ( )x o x ；  

由
0

sin
lim 1
x

x

x
 知当 0x  时 sin x x . 



说明  此例中五个等价无穷小中的 x 可用其他字母 

表示，比如u ，此结论仍成立. 

特别地，若 ( ) 0u u x  且 ( ) 0u x  ，此结论仍成立， 

比如当 0x  时， 2 2sin x x ；当 x   时，
1 1

tan
x x

. 

又比如： 

当 0x  时， sin x x ， tan x x ， arcsin x x ， 

arctan x x ，
2

1 cos
2

x
x . 



例  证明当 0x  时，
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解  令 1 1nt x   ， 
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故          
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1 1   0 .n x x x
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定理    的充分必要条件是  o    . 

定理  设 ，   ，且 lim







存在， 

则 lim lim
 

 





. 

 
证明  lim




 lim lim

  
   

  

   
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. 



例  求
0
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 . 

解  当 0x  时，sin 5 ~ 5x x ， tan 2 ~ 2x x ， 

所以 
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例  求
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
. 

解  当 0x  时， 21
1 cos

2
x x ， 2 2arctan x x ， 

因而 
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例  求
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. 

解  当 0x  时，  
1

2 23
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1 1
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x x  ， 2 2arcsin x x ， 

因而 
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例  求
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tan sin
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解  当 0x  时， tan x x ， sin x x ， 3 3sin x x ，  
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注  在利用等价无穷小代换求极限时，只有 

对所求极限中相乘或相除的因式才能用等价 

无穷小来代替，而对极限中相加或相减的部分 

则不能随意来代替. 
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