
高等数学(微积分)基础班

                                                2021年1月

2022年研究生入学考试



第九章 二重积分



考试要求 
1、理解二重积分的概念，了解二重积分的基本性质

2、了解二重积分的中值定理

4、会计算无界区域上的较简单的二重积分（数学三） 
3、掌握二重积分（直角坐标、极坐标）的计算方法





一、二重积分的概念
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且作和式　　　　

作乘积　　　　

上任取一点个

在每也表示它的面积个小闭区域表示第中

其个小区域任意分成闭区域

将上的有界函数是有界闭区域　　　设
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记为上的二重积分在闭区域

则称此极限为函数这和式的极限总存在时

趋于零直径中的最大值如果当每个小闭区域的

考试内容概要
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.,)1( 的划分是任意的闭区域在二重积的定义中　 D
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f x y D　 当 在有界闭区域 上连续时 定义中和式的

　极限必存在 即二重积分必存在



2.  二重积分的几何意义

当被积函数大于零时，二重积分是柱体的体积．
当被积函数小于零时，二重积分是柱体的体积的负值．
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        在直角坐标系下用平
行于坐标轴的直线网来划
分区域D，
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则面积元素为

注：物理意义



性质1 ,为常数时当k
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(二重积分与定积分有类似的性质)
3、二重积分的性质

性质3 对区域具有可加性
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性质6

性质7

（二重积分中值定理）
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（二重积分估值不等式）
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　　设 、 分别是函数 在闭区域 上
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　　设函数 在有界闭区域 上连续 是

的面积 则在 上至少存在一点 使得



(1) 如果积分区域为：
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其中函数          、         在区间          上连续.)(1 x )(2 x ],[ ba

二、二重积分的计算
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1、利用直角坐标系计算二重积分
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(2)如果积分区域为：
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  Y型区域的特点：穿过区域且平行于x轴的直
线与区域边界相交不多于两个交点.
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在分割后的三个区域上分别使
用积分公式 .
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        如果D是X型区域: 1(x)y2(x), axb, 则 

计算二重积分的步骤

        如果D是Y型区域: 1(y)x2(y), cyd, 则

        (1)画出积分区域D的草图.    
        (2)用不等式组表示积分区域D.    
        (3)把二重积分表示为二次积分:

        (4)计算二次积分.
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另解 积分，若先对 x
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注：何种情况用极坐标





三、重要结论



  3.轮换对称性



        后积分先定限——常数限

        先积分后定限——函数限（穿针法）

v计算二重积分的步骤
        (1)画出积分区域D的草图.    
        (2)确定积分坐标系（用不等式组表示积分区域D）.    
        (3)确定积分次序（把二重积分表示为二次积分）:

        (4)计算二次积分.

注：对称性的利用.



常考题型与典型例题



主要考点
1.二重积分的概念及性质

2.交换积分次序或坐标系

3.二重积分的计算



一、交换积分次序
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答案：C
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二、二重积分的计算



答案：A
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答案：B


